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PEDRO GÓMEZ
INTRODUCCIÓN
Aunque la tecnología1 no es la solución a los problemas de la enseñanza y aprendizaje de las
matemáticas, hay indicios de que ella se convertirá paulatinamente en un agente catalizador del
proceso de cambio en la educación matemática. Gracias a la posibilidad que ofrece de manejar
dinámicamente los objetos matemáticos en múltiples sistemas de representación dentro de esque-
mas interactivos, la tecnología abre espacios para que el estudiante pueda vivir nuevas experien-
cias matemáticas (difíciles de lograr en medios tradicionales como el lápiz y el papel) en las que
él puede manipular directamente los objetos matemáticos dentro de un ambiente de exploración.
Estas experiencias matemáticas serán fructíferas siempre que se tenga en cuenta la complejidad
del contenido matemático a enseñar, la complejidad de los procesos cognitivos involucrados en el
aprendizaje de las matemáticas y el papel fundamental que deben jugar los diseñadores de currí-
culo y los profesores en el diseño e implantación de situaciones didácticas que, teniendo en
cuenta las dificultades y las necesidades de los estudiantes, aprovechen la tecnología para crear
espacios en los que el estudiante pueda construir un conocimiento matemático más amplio y más
potente. El principal aporte de la tecnología consiste en que la interacción entre ella, el profesor y
el estudiante está cambiando la visión que los actores tienen del contenido matemático y del pro-
ceso didáctico.
En este artículo2 se analiza la relación entre la tecnología y la educación matemática. Para ello
se ubican las herramientas computacionales dentro de un modelo simplificado del proceso de en-
señanza y aprendizaje de las matemáticas y se resalta el papel de los sistemas de representación en
la comprensión de los conceptos matemáticos. Con base en este modelo y estos conceptos se ana-
liza el aporte que la tecnología ha hecho y puede hacer a la educación matemática. El impacto de
la tecnología en la educación matemática se estudia desde varias perspectivas. Primero se discuten
los factores que han determinado el tipo de resultados didácticos que se han obtenido hasta el mo-
mento gracias a la aparición de la computación personal. Después se describen brevemente los ti-
pos de programas de computador y de máquinas que se han producido para la enseñanza y
aprendizaje de las matemáticas. En seguida, se enumeran las realizaciones que se han logrado en
las diferentes áreas de la matemática escolar y universitaria. Dadas sus características particulares
y su especificidad a la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, el tema de las calculadoras (en
particular, las calculadoras gráficas) se analiza en una sección aparte. El artículo termina con una
discusión acerca del papel del profesor como agente didáctico en circunstancias en las que la tec-
nología está presente.
PAPEL DE LA TECNOLOGÍA EN LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA
Sistema didáctico
Para poder identificar el papel que la tecnología juega en el proceso de enseñanza y aprendizaje
de las matemáticas y para poder explorar los efectos que su utilización tiene en el aprendizaje, es
1. Utilizamos el término tecnología para designar todas aquellas herramientas (computadores, programas de computador,
calculadoras) que utilizan los últimos adelantos computacionales para aportar al proceso de enseñanza y aprendizaje de
las matemáticas.
2. La mayor parte de la revisión que se hace en este artículo está basada en [1] y [2].1
          necesario hacerlo dentro de algún tipo de modelo que permita simplificar la complejidad de esta
situación. Utilizamos las ideas de la didáctica de las matemáticas francesa como las ha presen-
tado Balacheff [3]. Este modelo ubica el aprendizaje como un proceso que tiene lugar en la inte-
racción entre el sujeto (estudiante), el medio y los agentes didácticos (ver figura 1). La dimensión
cognitiva es el aspecto relevante del sujeto desde el punto de vista del sistema. Esta dimensión
cognitiva actúa y reacciona a los estímulos que le proporciona el medio. El medio va más allá de
los aspectos materiales (por ejemplo, tareas que hay que resolver) e incluye tanto las interaccio-
nes con los sistemas simbólicos, como las interacciones sociales que pueden producir conoci-
miento. El medio es un sistema antagonista del sujeto. El medio está en capacidad de actuar y de
reaccionar a las actuaciones del sujeto.
De acuerdo con este modelo, el conocimiento es una propiedad del sujeto en situación y en in-
teracción con el sistema antagonista. El conocimiento es la característica del sistema que le permi-
te a éste permanecer en equilibrio. Esta interacción es significativa porque permite satisfacer las
restricciones que condicionan la viabilidad de la relación sujeto–medio. De esta forma, el conoci-
miento está representado por la capacidad del sistema para mantener un equilibrio dinámico cuan-
do se enfrenta a perturbaciones. Cuando la actuación del medio no es reconocida por el sujeto
como una actuación esperada (perturbación), el sujeto debe adaptar su dimensión cognitiva a esta
nueva situación de tal forma que se obtenga el equilibrio. En los sistemas escolares formales, la
condición temporal (hay que desarrollar unas actividades en un tiempo determinado) y la condi-
ción epistemológica (hay un saber de referencia con respecto al cual se trabaja) son las dos prin-
cipales condiciones que se tienen sobre el sistema.
La función del profesor (o de otros agentes didácticos, como la tecnología) es la de organizar —a
través del diseño e implantación de una situación— un encuentro entre el sujeto y el medio para
que surja el conocimiento. Este encuentro debe buscar, en general, que tenga lugar una perturba-













               ción del sistema, de tal forma que la búsqueda de un nuevo estado de equilibrio del sistema pro-
duzca un nuevo conocimiento que esté acorde con las condiciones impuestas por el sistema (e.g.,
el conocimiento a aprender). El aprendizaje tiene lugar como proceso de reconstrucción de un
equilibrio del sistema. La acción del agente didáctico (profesor, tecnología, en representación de
la institución encargada de la enseñanza) se encuentra mediada por la estructura social de la clase,
los saberes iniciales de los estudiantes, el tiempo didáctico, el objeto de enseñanza y los saberes
de referencia. Para que el conocimiento surja dentro de este sistema didáctico es necesario que el
agente didáctico organice el encuentro entre el sujeto y el medio de tal forma que hayan perturba-
ciones del sistema: brechas identificables por el sujeto entre el resultado esperado por él y lo que
el medio le devuelve. La búsqueda del equilibrio por parte del sistema produce procesos de asimi-
lación y acomodación de los esquemas cognitivos del sujeto que generan la construcción de su co-
nocimiento matemático [4]. 
Los diferentes papeles que la tecnología puede jugar en el proceso de enseñanza y aprendizaje
de las matemáticas se pueden identificar dentro del modelo que se acaba de describir. Por una par-
te, la tecnología hace parte del medio puesto que es una parte del entorno que interviene en las in-
teracciones con los sistemas simbólicos. Por esta razón, la tecnología puede apoyar la acción del
agente didáctico en el diseño de la situación que define el encuentro entre el sujeto y el medio. En
este sentido, la tecnología puede jugar un papel tanto en el diseño de las situaciones que generan
perturbaciones del sistema didáctico, como en la manera como estas perturbaciones afectan el sis-
tema y son reconocidas por el mismo. Finalmente, la tecnología puede jugar un papel en el tipo de
problemas que el sujeto puede afrontar, en la capacidad del sujeto para transformar unos problemas
en otros, en los sistemas de representación utilizados por el sujeto y en los esquemas de validación
que éste utiliza. De esta forma, se hace evidente que la evolución de las concepciones del sujeto
puede depender de la presencia de la tecnología, como agente didáctico que influye en el funcio-
namiento del sistema.
Sistemas de representación
La utilización de la tecnología permite el manejo dinámico de múltiples sistemas de representa-
ción de los objetos matemáticos. Esta es una de sus características relevantes desde el punto de
vista del aprendizaje de las matemáticas. Los sistemas de representación son un aspecto central
de la comprensión del sujeto acerca de los objetos matemáticos y sus relaciones y de las activida-
des matemáticas que éste ejecuta cuando realiza tareas que tienen que ver con esos objetos [5], [1].
Las representaciones externas (actividades físicas del sujeto) permiten organizar la experiencia
matemática que tiene lugar cuando se realiza una tarea. Las representaciones internas permiten
tener un modelo de la forma como el sujeto organiza internamente la información. Desde el punto
de vista de las actividades físicas del sujeto, un sistema de representación está compuesto por un
conjunto de símbolos que se manipulan de acuerdo con reglas que permiten identificar o crear
caracteres, operar en ellos y determinar relaciones entre ellos. Un mismo objeto matemático
puede representarse en diferentes sistemas de representación. Por ejemplo, en el caso de las fun-
ciones, éstas pueden representarse en el sistema de representación simbólico (y = x2 - 4x + 3), en3
                                      el sistema de representación gráfico (ver figura 2) y en el sistema de representación tabular (ver
figura 3), entre otros.
La idea de sistema de representación permite caracterizar las actividades que realiza un sujeto
cuando resuelve una tarea. Por un lado, se pueden hacer transformaciones sintácticas dentro de un
mismo sistema de representación. En el caso del ejemplo anterior, la representación simbólica de
la función puede transformarse en y = (x -1)(x - 3) y también en y = (x -2)2 - 1. De la misma forma,
dentro del sistema de representación gráfico es posible hacer transformaciones sintácticas cuando,
por ejemplo, se traslada la gráfica horizontal o verticalmente o cuando se varía la dilatación. El
segundo tipo de actividad matemática es la traducción entre sistemas de representación. En este
caso se pueden relacionar los efectos en la gráfica de la función de pasar de la expresión simbólica
de base y = x2 a la expresión y = (x -2)2 - 1 (en la que es posible identificar la localización del vér-
tice) o a la expresión y = (x -1)(x - 3) (en la que se pueden ubicar las raíces). En tercer lugar, las
situaciones reales (por ejemplo, el problema de la caída libre de un cuerpo) se modelan matemáti-
camente al expresar sus características fundamentales en un sistema de representación matemático
(por ejemplo, expresando la situación como una relación entre dos variables —distancia y tiem-
po— de acuerdo con una expresión simbólica o gráfica). El cuarto tipo de actividad es la materia-
lización de entidades específicas o relaciones en objetos conceptuales sobre los cuales es posible
efectuar otras operaciones. En el caso de las funciones, por ejemplo, esta actividad le permite al
sujeto pasar de ver la función como una “caja negra” que transforma unos números en otros a ver
la función como un objeto que puede ser diferenciado o integrado. En el caso de la aritmética, esta
actividad le permite al sujeto pasar de ver la adición como una operación que permite producir un
número a partir de otros dos, a ver la adición como una operación con características propias como
la conmutatividad y la asociatividad. Esta última actividad es de carácter diferente a las tres ante-
riores. Mientras que las tres primeras tienen que ver con la utilización de los sistemas de represen-
tación, la última se refiere a la manera como un manejo procedimental puede evolucionar y servir
de base para la construcción de una visión conceptual de los objetos y las relaciones matemáticas.
La comprensión del sujeto puede evolucionar a lo largo de dos ejes: un eje horizontal en el que se
avanza en el manejo de los sistemas de representación de un concepto matemático y un eje vertical
en el que se avanza en el proceso de materialización (de procedimental a conceptual) de este mis-
mo concepto [6].
Hemos visto cómo los objetos matemáticos se pueden representar en diversos sistemas de re-
presentación externa y cómo la comprensión en matemáticas depende de la evolución de las repre-
sentaciones internas [7] y de la manera como la percepción de estos conceptos evoluciona desde
una perspectiva operacional (procedimientos) a una perspectiva estructural (conceptos) [8]. La tec-
nología, como agente didáctico que organiza el encuentro entre el sujeto y el medio de tal forma
que se generen perturbaciones del sistema, puede aportar de manera significativa en estos dos as-
pectos de la comprensión en matemáticas.












                    APORTE DE LA TECNOLOGÍA A LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA
Las nuevas tecnologías computacionales ofrecen características especiales que permiten pensar
en aplicaciones potentes para la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas. En primer lugar,
la posibilidad de que el sistema pueda reaccionar a las acciones del sujeto permite diseñar progra-
mas (por ejemplo del tipo micromundos) en los que esta reacción no solamente sea el producto
del modelo del conocimiento matemático en el que se basa el programa, sino también que el
diseño del programa (y por consiguiente la forma en que el conocimiento matemático se encuen-
tra modelado) tenga en cuenta, al menos parcialmente, las características del conocimiento a
enseñar y las características (dificultades y necesidades) del sujeto que aprende.
Ya hemos visto la importancia del manejo de los sistemas de representación en el proceso de
comprensión de las matemáticas. Esta es uno de los aspectos en los que las nuevas tecnologías pue-
den aportar de manera más significativa. A esta posibilidad de manejar los sistemas de representa-
ción se agrega el aspecto dinámico de los sistemas que le permite al sujeto manipular los objetos
matemáticos y sus relaciones, construyendo una experiencia matemática difícil de vivir de otra
manera.
El diseño de sistemas computacionales para la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas
es un proceso complejo. Este diseño involucra una serie de condiciones de diversos tipos. Por un
lado, se encuentran las restricciones técnicas (tipo de sistema operacional, capacidades de las má-
quinas y de las herramientas de desarrollo) que determinan qué se puede hacer y qué no se puede
hacer en el sistema. En segundo lugar, el diseño de todo sistema requiere de una conceptualización
del conocimiento matemático a enseñar desde el punto de vista de la manera como este conoci-
miento se define, se representa y se implanta dentro del sistema. Finalmente, están las restricciones
didácticas que determinan qué es lo que se busca desde el punto de vista de la comprensión del
sujeto y la manera como estos propósitos se deben lograr. El sistema se encuentra determinado por
el tipo de fenómenos que le presenta al sujeto (objetos, relaciones, problemas) y la manera como
estos fenómenos son presentados (interface). Esto determina el campo de experimentación que se
ofrece y el tipo de reacciones del sistema a las acciones del sujeto. El resultado es la experiencia
matemática que el sujeto vive cuando interactúa con el sistema. Esta experiencia matemática tiene
lugar en un ambiente en el que se crea un cierto “contrato didáctico” [9] entre el sujeto, la máquina
y el profesor y en el que aparecen riesgos y oportunidades.
Para evitar los riesgos y aprovechar las oportunidades es importante que el diseño de los siste-
mas tenga en cuenta tanto la complejidad del conocimiento a enseñar (y la manera como ese co-
nocimiento va a ser representado en el sistema), como la complejidad del proceso de comprensión
del sujeto (modelaje de las estructuras cognitivas del sujeto) y el papel que el profesor y los dise-
ñadores de currículo pueden jugar en la interacción entre el sujeto y la tecnología en la construc-
ción del conocimiento matemático. Es necesario tener un modelo del sistema didáctico en el que
se identifiquen las condiciones que se encuentran determinadas por las circunstancias particulares
del grupo de estudiantes y de la institución en la que tiene lugar la instrucción. Desde este punto
de vista, es importante resaltar que el resultado final de esta interacción no depende exclusivamen-
te de la calidad del diseño del sistema computacional. El tipo de problemas que se le den al sujeto
para ser resueltos con la ayuda de la tecnología y la forma como el profesor interactúe con el su-
jeto, con base en la experiencia matemática que éste vive con la máquina, pueden llegar a ser más
importantes que el sistema mismo. La calidad de esta interacción está determinada por las carac-
terísticas de las perturbaciones generadas por las situaciones que se le proponen al sujeto con el
apoyo de la tecnología y por el papel que la tecnología puede jugar en la búsqueda del equilibrio
del sistema de la cual surge el conocimiento y que tiene como producto el aprendizaje. La tecno-
logía puede y debe ser un catalizador de un proceso en el que diversos agentes didácticos (profesor,
diseñadores de currículo, programa de computador) crean espacios en los que el sujeto se enfrenta5
                    a un medio que le crea conflictos (perturbaciones del sistema) con base en los cuales el sujeto pue-
de avanzar en la construcción de su conocimiento matemático (búsqueda de equilibrio del siste-
ma).
Las nuevas tecnologías (que aprovechan el manejo dinámico de múltiples sistemas de repre-
sentación dentro de esquemas interactivos) proveen grandes oportunidades para que el encuentro
entre el sujeto y el medio (del que surge el conocimiento) sea un encuentro fructífero en el que el
sujeto viva una nueva experiencia matemática que le permita materializar los objetos matemáticos
y sus relaciones (pasar de utilizarlos como herramientas procedimentales en procesos esencial-
mente algorítmicos a verlos como objetos matemáticos con características propias y que pueden
ser utilizados en la construcción de otros objetos y otras relaciones). En otras palabras, la tecnolo-
gía ofrece la oportunidad para que se consolide no solamente una nueva visión del contenido mate-
mático, sino también nuevas visiones acerca de las relaciones didácticas y del papel de los diversos
agentes didácticos en el proceso de la construcción del conocimiento matemático por parte del su-
jeto. En este sentido, la tecnología puede convertirse en un elemento central del sistema didáctico
como agente didáctico con funciones explícitas e importantes en el funcionamiento del sistema.
IMPACTO DE LA TECNOLOGÍA EN LA EDUCACIÓN MATEMÁTICA
Las expectativas
Fueron muchas las expectativas que se formaron acerca del papel que las nuevas tecnologías
podían jugar en la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas. Sin embargo, muchos de esos
sueños no se han realizado aún. Por un lado, aunque ya no es el caso, durante un tiempo la poten-
cia de las máquinas y las características de los sistemas operacionales y de las herramientas de
desarrollo restringieron las posibilidades para el diseño y evolución de los programas de compu-
tador. Esto tuvo como consecuencia que estos programas tuvieran grandes deficiencias desde el
punto de vista técnico, pero, sobre todo, desde el punto de vista didáctico. Una proporción impor-
tante de los primeros programas de computador estaban basados en una visión (en general implí-
cita) de la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas que promovía el aprendizaje mecánico
de algunos hechos matemáticos. Por consiguiente, desde el punto de vista del sistema didáctico,
su aporte a la generación de perturbaciones del sistema era muy pobre y el tipo de conocimiento
que podía surgir cuando se restablece el equilibrio del sistema no era muy profundo. Nos referi-
mos a los programas de enseñanza asistida por computador del tipo “ejercitar y practicar”.
Por otra parte, los estudiantes tenían un acceso restringido a las máquinas. Este sigue siendo
un problema importante en muchas instituciones educativas. En una institución con 2.000 estu-
diantes organizada en grupos de 30 estudiantes, los 60 grupos tienen que “competir” por una sala
de computación (de 15 o 30 máquinas). Un cálculo rápido permite ver que, en estas circunstancias,
un estudiante tendría acceso a una máquina máximo durante dos horas al mes. Inclusive si los es-
tudiantes pueden trabajar en las máquinas una o dos horas a la semana, éste es un tiempo reducido
si lo que se pretende es que la tecnología aporte verdaderamente a la vivencia, por parte de los es-
tudiantes, de experiencias matemáticas (situaciones que generen perturbaciones) de las cuales sur-
ja el conocimiento. Este problema se irá solucionando a medida que los estudiantes puedan
acceder individual y privadamente a los programas que se utilizan en la escuela (disponibilidad de
una máquina personal y posibilidad de utilizar esos programas en esa máquina). Como se verá más
adelante, en el caso de las matemáticas, ya ha aparecido otra solución a este problema en la forma
de las calculadoras.
El conocimiento, las visiones y la actitud del profesor es el tercer factor que ha influido en la
lentitud con la que la tecnología se ha incorporado al currículo de matemáticas. Los profesores han
tenido que enfrentarse a una nueva situación pedagógica en la que se pueden ver “obligados” a uti-6
        lizar nuevas metodologías que no están de acuerdo con la manera como ellos perciben las mate-
máticas, la forma como los estudiantes deben aprenderlas y la manera como deben enseñarse. Por
otra parte, muchos profesores expresan temores hacia la tecnología y el resultado tiende a ser una
situación en la que el profesor adapta este recurso a su manera tradicional de manejar el proceso
de enseñanza y aprendizaje, en cambio de aprovecharlo para cambiar el funcionamiento del siste-
ma didáctico y el papel que él puede jugar dentro de este sistema.
Tecnología y temas matemáticos
El tipo de programas de computador que se han desarrollado hasta el momento depende del con-
tenido matemático involucrado. Mientras que para la aritmética y la estadística, los programas no
han necesariamente avanzado en su aporte al proceso didáctico, en geometría, álgebra, precálculo
y cálculo se puede considerar que ha habido progresos importantes.
En el área de la aritmética el computador se ha utilizado para el desarrollo de habilidades com-
putacionales en temas como la notación decimal y la transición de la aritmética al álgebra. Existe
un gran número de programas comerciales que utilizan interfaces “interesantes” para desarrollar
este tipo de habilidades. Sin embargo, son muy pocos los programas que logran proponer entornos
que vayan más allá de la ejercitación de habilidades y técnicas básicas y que busquen crear situa-
ciones en las que se generen perturbaciones significativas del sistema didáctico. Parece evidente
que, para diseñar y desarrollar nuevos programas que vayan más allá de la ejercitación de habili-
dades básicas, se hace necesario reconceptualizar el conocimiento matemático a este nivel.
Para el álgebra y el cálculo se ha producido un número mayor de programas que buscan apro-
vechar el manejo de múltiples sistemas de representación, el aspecto dinámico de los sistemas y la
interactividad para permitir que el sujeto viva una experiencia matemática diferente a la tradicio-
nal. En este sentido, el sujeto puede realizar aproximaciones exploratorias a los problemas, trabajar
con problemas y situaciones más complejas y reales (gracias a la facilidad de los sistemas para ma-
nejar simbolismos más complejos y para realizar cálculos numéricos más rápidamente), y desarro-
llar una aproximación más inductiva y empírica en contraposición con la aproximación tradicional
que tiende ser de tipo deductivo y algebraico. Dentro de esta nueva forma de trabajar estos temas,
surgen inquietudes acerca de la pérdida de habilidades del manejo simbólico que los programas
realizan para el sujeto y de una posible pérdida en el aprendizaje conceptual. Sin embargo, resulta
evidente que los resultados, desde el punto de vista del aprendizaje del sujeto, dependen no sola-
mente del funcionamiento del programa, sino también del cuidado con que el profesor seleccione
y diseñe las situaciones y los problemas que el sujeto debe resolver con la ayuda de los programas
[10]. 
La geometría es un campo en el que se han realizado desarrollos importantes. Los programas
del estilo de Cabri–Geómetra le permiten al sujeto ver y manipular los objetos matemáticos y sus
relaciones dentro de esquemas inimaginables con el lápiz y el papel [11]. Buena parte de estos pro-
gramas parten de un modelo del conocimiento matemático en el que los objetos se definen con base
en un número de propiedades invariantes de tal forma que cuando el sujeto hace un dibujo, éste se
refiere realmente a la familia de objetos que comparten estas invariantes, y cuando el sujeto mani-
pula el dibujo (por ejemplo, arrastrándolo en la pantalla), él puede estudiar las consecuencias de
su acción en relación con las invariantes que han sido definidas. De esta forma, el sujeto tiene a su
disposición un nuevo campo de experimentación en el que los objetos matemáticos y, por consi-
guiente, el conocimiento matemático asumen características diferentes a las tradicionales.
Aunque las tecnologías computacionales revolucionaron la práctica de la estadística, los pro-
gramas de computador existentes no han llegado aún a ir más allá de simplificar el manejo de los
datos. Hacen falta programas que le permitan al sujeto manejar, dentro de nuevos esquemas, la
complejidad cuantitativa, la exploración del papel que pueden jugar el análisis de datos, los méto-
dos estadísticos y los modelos probabilísticos, y el análisis de modelos de situaciones reales. En7
          otras palabras, se requieren programas que le permitan al sujeto desarrollar sus competencias para
seleccionar, combinar y analizar los métodos, además de manipular eficientemente los datos.
Tipos de tecnologías
Es posible clasificar en diversas categorías los programas de computador y las herramientas tec-
nológicas para la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas que se han producido hasta el
momento: micromundos, sistemas de simulación, sistemas tutoriales, programas de inteligencia
artificial, aplicaciones de telemática y calculadoras.
Los micromundos son sistemas en los que se desarrolla una semántica para un sistema formal
compuesto por objetos primitivos, relaciones elementales y reglas para operar estos objetos. El do-
minio de fenomenología (el tipo de fenómenos que es posible representar en la pantalla) permite
establecer una relación entre los objetos primitivos y los fenómenos en la pantalla y esto determina
el tipo de acciones que el sujeto puede realizar y la manera como el sistema reacciona a estas ac-
ciones. Con estos sistemas el sujeto puede explorar la estructura de un conjunto de objetos
matemáticos, las relaciones que existen entre ellos y algunas de las maneras como estos objetos se
pueden representar. Mientras que el sujeto tiene gran autonomía con estos sistemas, no es posible
garantizar que un aprendizaje específico pueda tener lugar y, por consiguiente, las situaciones (pro-
blemas) que le sean propuestas al sujeto, para ser resueltas con la ayuda del sistema, son de gran
importancia. Programas como el Cabri–Geómetra y Derive entran en esta categoría. El Cabri–
Geómetra, por ejemplo, es un entorno dinámico definido por un conjunto de objetos primitivos
(punto, recta, segmento, etcétera) y de acciones elementales (dibujar una recta perpendicular dados
un punto y una recta, una recta paralela, etcétera). Estas acciones primitivas pueden ser utilizadas
para crear acciones más complejas. El sujeto puede manipular los objetos que crea en la pantalla
“tomándolos” de puntos específicos y “arrastrándolos” de tal forma que se mantienen las invarian-
tes que fueron determinadas en la creación de los objetos [11]. La principal consecuencia de este
tipo de diseño es que el micromundo se convierte en una oportunidad para que el profesor, teniendo
en cuenta las necesidades de los estudiantes, pueda diseñar una situación, que aprovechando las
características del entorno, pueda generar perturbaciones en el sistema didáctico de las cuales pue-
da surgir el conocimiento deseado.
Los sistemas de simulación presentan al sujeto situaciones en las que es posible observar, de
manera dinámica, lo que sucede para un fenómeno específico cuando se cambian algunos de los
parámetros involucrados en él. Este es el caso del sistema MathCars desarrollado por Kaput [1].
En este sistema es posible estudiar el movimiento de un automóvil con base en diversas formas
(gráficas, simbólicas, numéricas) de representar las características de este movimiento. El sujeto
puede controlar algunas de estas características (por ejemplo, la velocidad) y, dependiendo, de las
decisiones que tome, él puede ver en la pantalla representaciones coordinadas del tiempo, la dis-
tancia recorrida y la velocidad.
La mayoría de los sistemas tutoriales son sistemas en los que el sujeto recibe instrucciones y
reacciones de guía por parte del sistema que pueden ser bastante restringidas, puesto que están ba-
sadas en una referencia pre–establecida acerca del sujeto y no en la evolución de su conocimiento.
En muchas ocasiones, es posible que el sujeto busque adaptarse a las características del tutor y op-
timizar su uso para efectos de resolver el problema sin que sea posible garantizar que se obtiene el
significado deseado. Por consiguiente, la calidad del encuentro del sujeto y el medio en entornos
que involucren sistemas tutoriales depende de las posibilidades que estos sistemas ofrezcan para
construir situaciones en las que se puedan generar perturbaciones adecuadas según el estado de
comprensión del sujeto.
La inteligencia artificial, como estrategia para el diseño de programas de computador (sistemas
expertos) que pueden aportar al proceso de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas constituye
la cuarta categoría de tipos de tecnología en la educación matemática. Desafortunadamente mu-8
    chas de las expectativas que se tuvieron con los intentos de utilizar la inteligencia artificial en la
enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas no han tenido el éxito esperado. Estos intentos bus-
caban, de alguna manera, automatizar el proceso de enseñanza. Sin embargo, al no tener en cuenta
el papel del profesor y al simplificar la complejidad que se encuentra involucrada tanto en el con-
tenido matemático, como en el proceso aprendizaje y comprensión de ese contenido por parte del
sujeto, estos intentos se han quedado cortos con respecto a sus propósitos iniciales. El funciona-
miento del sistema didáctico depende no solamente de factores aparentemente estables como el
contenido matemático. También depende de factores muy variables como la estructura social de la
clase y los saberes iniciales de los estudiantes. Por lo tanto, éste es un sistema extremadamente di-
fícil de modelar para efectos producir programas de computador capaces de reconocer y adaptarse
a la variedad de situaciones posibles y a la multitud de necesidades y circunstancias que determi-
nan el éxito del encuentro entre el sujeto y el medio.
La conexión entre computadores, ya sea por redes locales o través de Internet, ha abierto nue-
vas posibilidades para la utilización de la tecnología computacional en la enseñanza y el aprendi-
zaje de las matemáticas. Estas nuevas tecnologías permiten la telepresencia (el profesor puede
estar en un lugar y los estudiantes en otros), las clases virtuales, y la creación de ambientes para el
aprendizaje colaborativo y las intervenciones de enseñanza a distancia. De esta forma, diversos
grupos de estudiantes y profesores distribuidos en lugares geográficamente diferentes pueden in-
teractuar alrededor de un tema o un problema. En este caso, el concepto de sistema didáctico asu-
me características muy diferentes a las tradicionales. Ya no se trata de un grupo de estudiantes
dentro de un salón de clase en el que hay un profesor que toma decisiones y unas máquinas que
pueden aportar al proceso. En este caso, tanto el sujeto, como el medio y las restricciones que con-
dicionan el funcionamiento del sistema y la manera como éste evoluciona en la búsqueda de esta-
dos de equilibrio consecuencia de perturbaciones, son diferentes. Se requiere, por lo tanto, una
nueva conceptualización del proceso didáctico y otra manera de modelar el sistema que tenga en
cuenta estas nuevas circunstancias.
Las calculadoras constituyen el sexto tipo de utilización de la tecnología en la enseñanza y
aprendizaje de las matemáticas. Dada su especificidad a las matemáticas y sus características par-
ticulares desde el punto de vista de su papel en el funcionamiento del sistema didáctico, las consi-
deramos en una sección aparte.
Calculadoras gráficas: tecnología en la enseñanza y el aprendizaje del 
álgebra, el precálculo y el cálculo
Las calculadoras comenzaron a utilizarse en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas desde
los años 70 cuando aparecieron las primeras máquinas de bajo costo que permitían hacer las ope-
raciones aritméticas básicas. En la actualidad existen diversos tipos de calculadoras: desde la cal-
culadora aritmética, pasando por las calculadoras científicas y gráficas, hasta máquinas que tienen
la capacidad para hacer cálculos simbólicos y permiten la utilización de programas como el
Cabri–Geómetra y el Derive. Todas estas máquinas tienen características comunes: tienen un
teclado y una pantalla (cuyo tamaño varía según el modelo), pero principalmente son máquinas
de bajo costo y totalmente portátiles. Su portabilidad las diferencia de los computadores. Mien-
tras que estos son un recurso compartido y disponible ocasionalmente, usualmente por iniciativa
del profesor, las calculadoras son un recurso individual, disponible libremente y utilizado por ini-
ciativa del estudiante. El hecho de que su utilización se dé dentro de un contexto y una forma que
es fundamentalmente diferente de la de los computadores da lugar a que las consideremos de
manera especial en esta sección.
Las calculadoras avanzadas (como las calculadoras gráficas) tienen la capacidad para manejar
de manera parcialmente dinámica por lo menos dos sistemas de representación de los objetos
matemáticos (gráfico, simbólico y en algunos casos tabular). Se diferencian de los computadores,9
                      desde el punto de vista de sus potencialidades didácticas, en que la mayoría de los modelos tienen
poca capacidad para la interactividad. Sin embargo, las calculadoras son un medio de trabajo que
ofrece un espacio permanente y fácilmente asequible para la experimentación y la verificación del
trabajo matemático. La experimentación y la verificación son ejemplos de formas de actuar del su-
jeto en el sistema didáctico que son difíciles de lograr en medios tradicionales como el lápiz y el
papel.
El impacto de la utilización de las calculadoras en la enseñanza y aprendizaje de las matemá-
ticas ha dependido hasta ahora de dos tipos de factores. Desde el punto de vista social e institucio-
nal, ha dependido del grado con que el sistema educativo en general, y la institución educativa en
particular, permiten su utilización en el salón de clase, en el trabajo del estudiante en la casa y en
las pruebas de evaluación [12]. Por el otro, también ha dependido, desde el punto de vista de sus
efectos en el aprendizaje, de la forma como su utilización se encuentre integrada al diseño y al de-
sarrollo del currículo en cuestión. A nivel institucional, las diferencias surgen de la medida en la
que la utilización de las calculadoras está permitida y de si la institución misma apoya el acceso
de los estudiantes a esta tecnología. Desde el punto de vista de su utilización en el salón de clase,
las diferencias dependen del acceso a la tecnología que se permite a los estudiantes, del conoci-
miento y el uso que el profesor hace de ella en la clase, de la manera como las tareas que se le
proponen a los estudiantes aprovechan sus potencialidades, y de la disponibilidad de las máquinas
en las pruebas de evaluación. Con base en estas categorías es posible identificar tres fases en la
integración de las calculadoras al currículo: introducción, adaptación y consolidación. Los efectos
de la utilización de las calculadoras en el sistema curricular pueden depender de la fase de integra-
ción en que se encuentren [10].
En un estudio realizado con calculadoras gráficas en un curso universitario de precálculo, se
identificaron algunos de los efectos de esta tecnología. Se miró la utilización de las calculadoras
gráficas en la enseñanza y el aprendizaje del precálculo, no solamente desde el punto de vista de
sus efectos en aspectos particulares del currículo, sino también desde la perspectiva de la comple-
jidad y la dinámica del sistema curricular en el que se introdujo, de tal manera que fue posible ex-
plorar la forma como sus elementos se relacionan y evolucionan en el tiempo. Utilizando un
esquema cuasi–experimental en el que se recogió información de un grupo de estudiantes que si-
guió el currículo tradicional y de otros grupos que utilizaron la calculadora, se estudiaron múltiples
aspectos curriculares de la innovación [13]. La utilización de la tecnología influyó en las visiones
que la institución encargada del diseño curricular, la profesora y los alumnos tenían acerca de las
matemáticas, de su enseñanza y de su aprendizaje [14]. Este efecto en las visiones, junto con otros
factores (como, por ejemplo, el cambio en la percepción de la autoridad por parte del estudiante)
influyeron en el comportamiento de cada uno de los actores: la institución reformuló el diseño cu-
rricular y el tipo de actividades que propuso para ser realizadas como parte del proceso de ense-
ñanza y aprendizaje [15] y la profesora y los alumnos cambiaron su comportamiento y sus actitudes
dentro del salón de clase [16]. Estos cambios en los comportamientos y los resultados de los mis-
mos (i.e., nuevas actividades) influyeron en la forma como profesora y estudiantes interactuaron
dentro del proceso de construcción del conocimiento matemático [17] y los cambios en esta inte-
racción tuvieron consecuencias en el rendimiento [10], el aprendizaje [18] y las actitudes de los es-
tudiantes [19].
Presentamos a continuación un ejemplo comparativo del tipo de tareas que pueden surgir con
motivo de la utilización de la tecnología. Se trata del curso de precálculo mencionado anteriormen-
te. La figura 4 muestra un punto del examen final de este curso para los grupos que siguieron el
currículo tradicional y para los grupos que siguieron el currículo que involucraba la utilización de10
               las calculadoras gráficas. Allí se aprecian diferencias con respecto a las expectativas que se tienen
de la formación matemática del estudiante.
Las diferencias que surgieron en el diseño curricular del curso están relacionadas con un cambio
en las visiones del grupo de investigadores con respecto al saber a enseñar y a la forma como se
cree que se debe aprender y enseñar ese conocimiento. El grupo construyó una visión del conoci-
miento a enseñar en la que se percibe una mayor complejidad y profundidad del contenido mate-
mático. El estudio de las funciones se hizo más coherente gracias a la introducción del concepto
de familias de funciones, concepto que permite identificar las diferencias y similitudes entre cada
una de las familias (lineales, cuadráticas, etcétera). Por otra parte, el grupo se hizo más consciente
de la complejidad de los objetos matemáticos estudiados, complejidad que se expresa en dos di-
mensiones, principalmente: la riqueza de cada concepto matemático en cuanto a su expresión en
múltiples sistemas de representación (simbólico, gráfico, tabular, verbal); y la complejidad de cada
concepto en cuanto a su estatus, ya sea operacional y dinámico, ya sea estructural y estático.
Por otra parte, el grupo logró expresar en la práctica, y de manera explícita, su posición ideo-
lógica con respecto al aprendizaje: el constructivismo social. La expresión práctica de esta visión
(el individuo construye su conocimiento matemático dentro de un entorno social que simula el fun-
cionamiento de las comunidades científicas) llevó al grupo a centrar buena parte de su atención en
el diseño y utilización de situaciones problemáticas que, expresando las nuevas visiones del con-
tenido a enseñar, indujeran a los estudiantes a construir su conocimiento matemático dentro de un
contexto de interacción social [20]. Estas nuevas visiones acerca del conocimiento a enseñar, del
aprendizaje y de las matemáticas, se complementó con nuevas visiones del estudiante (como al-
guien mucho más capaz de enfrentar y resolver tareas complejas) y del profesor (como alguien ca-
paz y deseoso de aprovechar apropiadamente una mayor libertad en el desarrollo del currículo).Es
así como el nuevo diseño curricular pretende que el conocimiento construido por el estudiante sea
coherente y holístico (en contraposición con un conocimiento desagrupado de herramientas espe-
cíficas); sea rico en sus aspectos procedimental y conceptual (buscando ir más allá de los hechos
y los algoritmos, hacia las estructuras conceptuales y procedimentales); y sea rico en las conexio-
nes entre sistemas de representación (buscando que un mismo concepto pueda ser visto desde di-
versas perspectivas y que éstas se encuentren conectadas). Se busca además que el estudiante
perciba que los problemas en matemáticas no tienen necesariamente una única respuesta, ni una
única estrategia de resolución; que vea la utilidad práctica del conocimiento que construye (como
medio para modelar la realidad); que desarrolle sus capacidades de comunicación y argumentación
matemática; que reconozca que el conocimiento se construye socialmente; que desarrolle la capa-
cidad para enfrentarse a lo desconocido (tareas que son diferentes de las que él ya conoce); que
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                   desarrolle su capacidad para investigar en matemáticas; y, en general, que desarrolle su capacidad
para resolver problemas. Aunque desde un punto de vista superficial, el contenido sufrió solamente
cambios leves, un análisis más detallado de los temas tratados y de las tareas propuestas a los es-
tudiantes resulta en un tratamiento del contenido que expresa las visiones que se describieron an-
teriormente con respecto al conocimiento a enseñar: tratamiento de familias de funciones, riqueza
en los sistemas de representación y profundidad en las dimensiones operacional y estructural de
los conceptos.El manejo de la interacción entre el profesor y el estudiante dentro del salón de clase
alrededor del conocimiento matemático también sufrió cambios importantes, al pasar de una situa-
ción en la que se seguía de cerca el libro texto dentro de un esquema de exposición del profesor y
resolución individual de ejercicios típicos por parte de los estudiantes a una situación de interac-
ción en grupos de tres o cuatro estudiantes, que gira principalmente alrededor de la resolución de
situaciones problemáticas complejas y diferentes, seguida de discusiones de todo el grupo de es-
tudiantes en las que se enfatiza la argumentación y el consenso global para aceptar la validez de
las afirmaciones propuestas. Finalmente, la evaluación dejó de ser exclusivamente una herramienta
para clasificar a los estudiantes y se convirtió en un medio a través del cual estudiantes y profesores
se comunican en su proceso de interacción en la búsqueda de la construcción del conocimiento y
en el que se reconocen y enfatizan las capacidades de comunicación y argumentación, la coheren-
cia del discurso, la diversidad de estrategias posibles, la experimentación y la formulación y veri-
ficación de conjeturas. Se introdujeron nuevos esquemas de trabajo tales como ensayos escritos,
portafolios y proyectos de investigación.
Estos resultados muestran que los efectos de la integración de la tecnología en el currículo de
matemáticas se centran en la construcción y consolidación (por parte de los diseñadores del currí-
culo, de los profesores y de los estudiantes) de nuevas formas de ver tanto el contenido matemáti-
co, como la relación didáctica entre los estudiantes, los agentes didácticos (profesor y tecnología
entre otros) en la construcción por parte del estudiante de un conocimiento matemático más poten-
te.
TECNOLOGÍA Y EL PAPEL DEL PROFESOR
Ya se presentaron argumentos que muestran la dificultad de diseñar y producir sistemas computa-
cionales que puedan automatizar eficientemente la enseñanza y que, por consiguiente, puedan
reemplazar al profesor. De hecho, el profesor juega un papel central en el proceso didáctico
cuando la tecnología está presente. La tecnología es un catalizador de este proceso, pero el éxito
de su utilización depende de la forma como el profesor opere como agente decisor y negociador
de tal forma que la tecnología aporte a un encuentro fructífero (desde el punto de vista del apren-
dizaje) entre el sujeto y el medio. El profesor es quien puede conocer el estado de los estudiantes
(sus dificultades y sus necesidades) y quien puede promover y decidir la forma como se debe uti-
lizar la tecnología de manera eficiente. Estas decisiones se expresan en el tipo de situaciones
didácticas que el profesor proponga al estudiante y de la manera como estas situaciones didácti-
cas, al requerir o promover la utilización de la tecnología, le permitan al estudiante vivir expe-
riencias matemáticas que aporten a la construcción de su conocimiento matemático. Es en este
sentido que no se puede mirar a la tecnología como la solución al problema de la enseñanza y
aprendizaje de las matemáticas. No obstante, la tecnología es un catalizador del cambio. En parti-
cular, la tecnología, además de promover nuevas formas didácticas que aporten al aprendizaje del
estudiante, también puede influir en la formación de los profesores.
El comportamiento del profesor en el salón de clase (en su interacción con los estudiantes para
la construcción del conocimiento matemático) depende de su conocimiento y de sus visiones acer-
ca de las matemáticas, su aprendizaje y su enseñanza [21]. Este comportamiento puede cambiar en
la medida en que estos conocimientos y estas visiones cambien. Para ello se requiere que el pro-12
              fesor pueda vivir experiencias didácticas que pongan en juego y lo induzcan a cuestionar sus co-
nocimientos y sus visiones. La necesidad de utilizar la tecnología como nuevo agente didáctico y
la necesidad de diseñar situaciones didácticas que aprovechen las potencialidades de la tecnología
pueden convertirse en la oportunidad para que el profesor viva el tipo de experiencias que se re-
quieren dentro del proceso de cambio. El profesor, como el estudiante, al enfrentarse a estas nuevas
situaciones puede construir una nueva visión del contenido matemático, del proceso de enseñanza
y aprendizaje y del papel que cada uno de ellos puede jugar en la construcción del conocimiento.
CONCLUSIONES
La tecnología no es la solución al problema de la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas. La
enseñanza no se puede automatizar y el profesor no se puede reemplazar. No obstante, las nuevas
tecnologías abren espacios en los que el estudiante puede vivir experiencias matemáticas difíciles
de reproducir con los medios tradicionales como el lápiz y el papel. En estas experiencias mate-
máticas el estudiante puede realizar actividades de exploración en las que es posible manipular
directamente los objetos matemáticos y sus relaciones y en las que él puede construir una visión
más amplia y más potente del contenido matemático. Para que esto suceda es necesaria la partici-
pación del profesor. El profesor es quien tiene la responsabilidad de diseñar las situaciones didác-
ticas más apropiadas para aprovechar las potencialidades de la tecnología de acuerdo a las
dificultades y las necesidades de los estudiantes. Esta actividad de diseño e implantación de situa-
ciones didácticas hace parte trascendental de la integración de la tecnología al currículo. Por esta
razón, se debe mirar la tecnología educativa como el encuentro de dos vertientes: aquella que pro-
duce sistemas computacionales con los que el estudiante puede vivir experiencias matemáticas y
aquella (a cargo de los diseñadores de currículo y los profesores) que produce las situaciones
didácticas para que estas experiencias matemáticas sean fructíferas desde el punto de vista de las
dificultades y las necesidades del estudiante en el proceso de construcción de su conocimiento
matemático. Esta interacción entre la tecnología, el profesor y el estudiante está cambiando la
visión que los actores tienen del contenido matemático y del proceso didáctico. Este es el mayor
aporte de la tecnología a la educación matemática.
Queda mucho camino por recorrer. Por una parte, la evolución constante de los recursos tecno-
lógicos (sistemas operacionales, capacidad de las máquinas, herramientas de desarrollo, sistemas
de interacción a distancia) abre la posibilidad de nuevas condiciones tecnológicas en el diseño y
producción de soluciones que tengan en cuenta la complejidad del contenido matemático a enseñar
y la complejidad del proceso de comprensión de este contenido matemático. Por otra parte, en la
medida en que se avance en la comprensión de estos procesos cognitivos, del papel del profesor en
la interacción con los estudiantes con la presencia de la tecnología y del papel que la tecnología
puede jugar como agente didáctico, será posible definir más apropiadamente los problemas a los
que la tecnología puede aportar y será posible desarrollar las soluciones correspondientes.
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